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Abstract
This paper deals with the problem of two bodies from different points of view: theoretical,
practical and educational.
A theoretical analysis of the problem becomes first once reduced to a Kepler problem
and using the constants of motion: energy and angular momentum. It is obtained, in each
case, the form of like Conic orbits with a focus on the center of mass.
It continues with the implementation of an application of interactive simulation that allows
the visualization of the conics given initial conditions, the calculation of the orbits in the
gravitational case and its extension to other forces and graphical interactive visualization
of the orbits calculated using different controls to the parameters of the problem and the
initial conditions.
The work is complemented providing teaching materials that help to the comprenhension
of the analysis and the geometry of orbits in the gravitational case, and to investigate the
behaviour of the orbits for different types of forces of interaction by means of the analysis
of their effective potentials.
The whole work has been thought to be useful in a education workshop led to high school
students.
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Resumen
Este trabajo aborda el problema de dos cuerpos desde distintos puntos de vista: teo´rico,
pra´ctico y dida´ctico.
Se hace primero un ana´lisis teo´rico del problema, una vez reducido a un problema de
Kepler y usando las constantes de movimiento: energ´ıa y momento angular. Se obtiene,
en cada caso, la forma de las o´rbitas como co´nicas con foco en el centro de masas.
Se continu´a con la implementacio´n de una aplicacio´n de simulacio´n interactiva que permite
la visualizacio´n de las co´nicas dadas las condiciones iniciales, el ca´lculo de las o´rbitas en el
caso gravitacional y su extensio´n a otro tipo de fuerzas y la visualizacio´n gra´fica interactiva
de las o´rbitas calculadas utilizando diferentes controles para los para´metros del problema
y para las condiciones iniciales.
Se completa el trabajo aportando materiales dida´cticos que ayuden a la comprensio´n del
ana´lisis y la geometr´ıa de las o´rbitas en el caso gravitacional y a investigar el comporta-
mientos de las o´rbitas para otros tipos de fuerza de interaccio´n por medio del ana´lisis de
sus potenciales efectivo.
El conjunto del trabajo se ha pensado para que sea de utilidad en un taller guiado para
alumnos de bachillerato.
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Introduccio´n
La motivacio´n de realizar este trabajo ha sido la posibilidad de ensen˜ar a los adolescentes
conceptos matema´ticos/f´ısicos de una forma diferente a la que esta´n acostumbrados. Al
participar como monitora en las Xerrades Taller, destinadas a alumnos de bachillerato
y organizadas por la Facultad, observe´ que, si a los alumnos se les presenta el ejercicio
como un juego, el proceso de aprendizaje se convierte en una diversio´n haciendo que se
involucren y participen.
En el trabajo se han desarrollado contenidos y competencias de distintas asignaturas del
grado: F´ısica, Programacio´n Cient´ıfica, Geometria Lineal, Me´todos Nume´ricos, Ecuaciones
Diferencia y Dida´ctica.
El movimiento planetario ha sido estudiado desde hace siglos. En este trabajo trataremos
el movimiento de dos cuerpos suponiendo que no son influenciados por nada ma´s que por
su interaccio´n mutua. Lo completaremos con herramientas para que pueda visualizarse el
movimiento de dichos cuerpos y finalizaremos con un reto dida´ctico con el fin de asegurar
su comprensio´n por parte del alumnado.
El trabajo consta de tres partes: una teo´rica, dedicada al problema de los dos cuerpos;
una pra´ctica, para la visualizacio´n de las o´rbitas a trave´s de una aplicacio´n informa´tica;
en la tercera se incorpora un manual dida´ctico para entregar al alumnado para incitarlo a
imaginar que´ pasar´ıa con estos cuerpos bajo diferentes tipos de interacciones, para acabar
jugando con la aplicacio´n informa´tica con el fin de comprobar las conclusiones que han
sacado. Se completa el trabajo con una seccio´n dedicada a las conclusiones, un ape´ndice
y la bibliograf´ıa.
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Cap´ıtulo 1
Ana´lisis y geometr´ıa del problema
gravitatorio de dos cuerpos
En esta parte se presentan diversos modelos de descripcio´n de las o´rbitas planetarias y se
analiza el problema gravitatorio de dos cuerpos haciendo especial hincapie´ en la forma de
las o´rbitas keplerianas: co´nicas con foco al centro de masas.
1.1. Cinema´tica de los planetas
Las o´rbitas planetarias han sido estudiadas desde la antigu¨edad. En esta seccio´n se pre-
sentan algunos sistemas usados en la representacio´n de las mismas y distintos modelos
sobre la forma de dichas o´rbitas.
1.1.1. Sistemas de Ptolomeo y de Cope´rnico
Las grandes civilizaciones antiguas intentaron determinar el movimiento de los planetas,
donde se consideraba la Tierra como el centro del Universo.
En el siglo II d.C. Claudio Ptolomeo publico´ un tratado explicando el movimiento de los
planetas segu´n el sistema geoce´ntrico, con la Tierra en el centro.
En 1543, Nicola´s Cope´rnico sustituyo´ el sistema geoce´ntrico de Ptolomeo por el sistema
helioce´ntrico, con el Sol en el centro y los planetas girando alrededor de e´ste.
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Veamos la diferencia entre las o´rbitas descritas por Ptolomeo y Cope´rnico mediante un
ejemplo.
Supongamos que el Sistema Solar esta´ formado por dos planetas que describen o´rbitas
circulares alrededor del Sol, con radios r1 y r2, y periodos T1 y T2, respectivamente.
Las coordenadas de posicio´n del planeta 1 respecto de un sistema de referencia fijo en el
Sol es:
x1 = r1 cos(ω1t)
y1 = r1 sin(ω1t)
con ω1 = 2pi/T1.
La posicio´n del planeta 2 respecto a dicho sistema de referencia es
x2 = r2 cos(ω2t)
y2 = r2 sin(ω2t)
con ω2 = 2pi/T2.
Ahora bie´n, la posicio´n del planeta 2 visto por un observador del planeta 1 ser´ıa
x = x2 − x1 = r2 cos(ω2t)− r1 cos(ω1t)
y = y2 − y1 = r2 sin(ω2t)− r1 sin(ω1t).
La forma de la o´rbita de un planeta respecto otro no es fa´cil de definir geome´tricamente,
aunque dichos planetas realicen o´rbitas circulares. Se utilizaron teor´ıas basadas en epiciclos
para modelar dicha forma. El sistema helioce´ntrico permite observar las o´rbitas desde un
punto de vista ma´s adecuado.
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1.1.2. Las leyes de Kepler
Johannes Kepler (1571-1630) formulo´ sus tres leyes para explicar el movimiento de los
planetas en el Sistema Solar, e´stas fueron decisivas para la formulacio´n de la Teor´ıa de la
Gravitacio´n de Newton.
La primera ley de Kepler
Los planetas describen o´rbitas el´ıpticas y el Sol ocupa uno de los focos de todas
ellas.
Sean r1 la distancia ma´s cercana al foco y r2 la distancia ma´s alejada del foco, en-
tonces una elipse es una figura geome´trica que tiene las siguientes caracter´ısticas:
- Semieje mayor a = r2+r1
2
.
- Semieje menor b.
- Semidistancia focal c = r2−r1
2
.
- La excentricidad se define como el cociente e = c
a
= r2−r1
r2+r1
.
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La segunda ley de Kepler
Las a´reas A barridas por los radios vectores son constantes y proporcionales a los
tiempos empleados al barrido:
dA
dt
= K
donde la velocidad areolar K es constante.
La tercera ley de Kepler
El cuadrado del periodo T de la o´rbita es proporcional al cubo de su semieje mayor
a, esto es, T 2 ∝ a3
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1.2. Dina´mica de los planetas
1.2.1. Las leyes de Newton
Isaac Newton (1642-1727) establecio´ la primera teor´ıa completa de la Dina´mica, cuyo
resultado reside en tres logros ba´sicos:
Una descripcio´n clara de la fuerza.
Una descripcio´n precisa de la relacio´n entre fuerza y aceleracio´n.
El reconocimiento de la gravitacio´n como un proceso universal descrito por una ley
sencilla.
Newton en 1687 publico´ sus descubrimientos en forma de tres leyes del movimiento y la
ley de la gravitacio´n universal.
La primera ley de Newton: Ley de la inercia. Todo cuerpo libre, sobre el que
no actu´a ninguna fuerza, mantiene su estado de movimiento, ya sea en reposo o ya
sea en movimiento rectil´ıneo uniforme, es decir, con velocidad constante (Principio
de Galileo).
La segunda ley de Newton: Ley fundamental de la Dina´mica. Todo cuerpo
sobre el que actu´a una fuerza se mueve de tal manera que la variacio´n de su cantidad
de movimiento p = mv respecto el tiempo t es igual a la fuerza F que produce el
movimiento
dp
dt
= ma = F ,
donde m indica la masa, v la velocidad y a la aceleracio´n.
Observaciones:
La aceleracio´n de cualquier objeto es directamente proporcional a la fuerza neta que
se ejerce sobre e´l.
La aceleracio´n producida por una fuerza determinada es inversamente proporcional
a la cantidad de materia (masa) que se acelera. Por tanto, la aceleracio´n de un
objeto es directamente proporcional a la fuerza neta ejercida sobre e´l, e inversamente
proporcional a su masa, a ∝ Fneta.
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La tercera ley de Newton: Ley de accio´n-reaccio´n. Siempre que un cuerpo
1 ejerza una fuerza F12 sobre otro cuerpo, este segundo cuerpo 2 ejerce una fuerza
F21 igual y de sentido contrario sobre el primero:
F21 = −F12 .
Adema´s, estas fuerzas se encuentran sobre la l´ınea que une ambos cuerpos.
Ley de la gravitacio´n universal. Todo objeto en el universo que posea masa
ejerce una fuerza de atraccio´n gravitatoria sobre cualquier otro objeto con masa,
au´n si esta´n separados por una gran distancia. Esta fuerza se encuentra en la l´ınea
que une ambos cuerpos y su magnitud F es proporcional a las masas m1 y m2
de ambos cuerpos e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia r entre
ambos objetos, supuestos puntuales:
F = G
m1m2
r2
,
donde G indica la constante de gravitacio´n universal. Se ha podido determinar su
valor experimentalmente:
G = 6,67 · 10−11Nm
2
kg2
.
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1.3. El problema de dos cuerpos
Consideramos el movimiento de dos cuerpos para estudiar el movimiento de los planetas
alrededor del Sol, es decir, determinar las trayectorias, dadas las posiciones y las veloci-
dades iniciales. En este modelo, cada planeta interactu´a so´lo con el Sol y no con los otros
planetas de masa mucho menor.
El problema de dos cuerpos tiene en cuenta la segunda ley de Newton y la de la gravita-
cio´n universal. Supongamos un sistema aislado de dos part´ıculas interactuantes. Sobre la
part´ıcula de masa m1 actu´a la fuerza F12, y sobre la part´ıcula de masa m2 actu´a la fuerza
F21. Ambas fuerzas son iguales y de sentido contrario.
Por la segunda ley de Newton sabemos que:
m1a1 = m1r
′′
1 = F12,
m2a2 = m2r
′′
2 = F21.
Si aplicamos la ley gravitacional tenemos que:
m1r
′′
1 =
−Gm1m2(r1 − r2)
r312
,
m2r
′′
2 =
−Gm1m2(r2 − r1)
r312
. (1)
1.3.1. Reduccio´n al problema de Kepler
Con el fin de reducir el problema, nos proponemos estudiarlo usando el centro de masas
r0 y el vector relativo r.
Centro de masas
El centro de masas es el punto geome´trico medio de las masas, llamado tambie´n baricentro.
Para un sistema de masas discreto, formado por un conjunto de masas puntuales, el centro
de masas se puede calcular como:
r0 =
n∑
i=0
miri
m
=
1
m
n∑
i=0
miri.
Memo´ria 14
Siendo m la masa total del sistema de part´ıculas, mi la masa de la part´ıcula i-e´sima y ri
el vector posicio´n de la masa i-e´sima respecto al sistema de referencia supuesto.
En el caso particular de nuestro sistema de dos masas:
r0 =
m1r1 +m2r2
m
.
Si sumamos las ecuaciones (1) y aplicando la segunda ley de Newton obtenemos:
(m1 +m2)r
′′
0 = (m1r1 +m2r2)
′′ = 0.
Por tanto, la aceleracio´n del centro de masa es cero. El centro de masas de un sistema
aislado se mueve con velocidad v0 constante.
Vector relativo
Denominamos a r = r2 − r1 el vector relativo.
Calculemos la aceleracio´n del vector relativo:
r′′ = (r2 − r1)′′ = −Gm(r2 − r1)
r312
= −Gmr
r3
.
El problema resultante es el denominado problema de Kepler
r′′ = −Gmr
r3
.
Como las posiciones de las masas se escriben a partir del centro de masas y el vector
relativo: r1 = r0− m2m r y r2 = r0 + m1m r, con m = m1 +m2, y el centro de masas se mueve
a velocidad constante, el ana´lisis del problema de dos cuerpos ha quedado reducido al
ana´lisis del problema de Kepler.
En el caso de que la masa m1 de uno de los cuerpos sea mucho mayor que la masa del otro
cuerpo m2 (m1 >> m2), por ejemplo el Sol y otro planeta, basta considerar el movimiento
del planeta como solucio´n de Kepler:
r1 = r0, ya que en nuestro caso
m2
m1 +m2
≈ 0,
r2 = r0 + r, ya que
m1
m
≈ 1.
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1.4. Ana´lisis del problema de Kepler
El ana´lisis del problema se realiza a partir de la conservacio´n del momento angular y de
la energ´ıa.
1.4.1. Conservacio´n del momento angular
El momento angular L = r∧ r′ se conserva, ya que el problema de Kepler es un problema
de campos de fuerza central.
Una fuerza es central, cuando el vector posicio´n r es paralelo al vector fuerza F. El
momento de la fuerza M = r ∧ F es, por tanto, nulo. De la relacio´n entre el momento de
las fuerzas que actu´a sobre la part´ıcula y el momento angular, dada por el teorema del
momento angular, se concluye que:
M =
dL
dt
= 0, L = cte.
Al tratarse de un campo central: L′ = r′ ∧ r′ + r ∧ r′′ = 0, L es constante.
Ma´s concretamente,
El momento angular permanece constante en mo´dulo, direccio´n y sentido.
El momento angular L de una part´ıcula es el vector resultado del producto vectorial
L = r∧v. Su direccio´n es perpendicular al plano determinado por el vector posicio´n
r y el vector velocidad v.
Como el vector L permanece constante en direccio´n, r y v estara´n en un plano
perpendicular a la direccio´n fija de L. De aqu´ı, se concluye que la trayectoria estara´
contenida en un plano perpendicular al vector momento angular L.
Cuando los vectores r y v son paralelos, la direccio´n del movimiento pasa por el
origen, el momento angular L = 0. La part´ıcula describe un movimiento rectil´ıneo,
cuya aceleracio´n no es constante.
Primera implicacio´n: r y r′ esta´n el el plano perpendicular a L. El movimiento tiene
lugar en el plano perpendicular a L.
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Utilizando las expresiones de la posicio´n, velocidad y aceleracio´n en coordenadas polares
(Ve´ase Ape´ndice):
r = xex + yey
v = r′ = r′(cos θex + sin θey) + rθ′(− sin θex + cos θey) = r′er + rθ′eθ
a = r′′ = (r′′ − rθ′2)er + (2r′θ′ + rθ′′)eθ = −Gm
r2
er
resulta el problema de Kepler en coordenadas polares, igualando las componentes de la
aceleracio´n en polares:
r′′ − rθ′2 = −Gm
r2
(ecuacio´n diferencial radial)
2r′θ′ + rθ′′ = 0 (ecuacio´n diferencial angular).
La ecuacio´n diferencial angular del problema de Kepler se escribe as´ı:
L′ = (r2θ′)′ = 0
indicando que el mo´dulo L de L es constante.
La velocidad de recorrido de las a´reas descritas por r es 1
2
r2θ′.
Segunda implicacio´n: La velocidad areolar A′ = L/2 constante (ley de las a´reas).
1.4.2. Conservacio´n de la energ´ıa
Al tratarse de un campo de fuerzas conservativo de potencial V (r) = −Gm
r
.
Derivamos la energ´ıa E = 1
2
v2 + V (r) = 1
2
v2 −Gm
r
y obtenemos:
E ′ = v · v′ +Gmr
′
r2
= v · a +Gmv
r2
= v · (a +Gmr
r3
) = 0
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Por tanto, la energ´ıa E es constante.
Estudiemos la energ´ıa, para ello sustituimos v2 = r′2 + r2θ′2 y θ′ = L
r2
:
E =
1
2
(r′2 + r2θ′2 −Gm
r
) =
1
2
(r′2 +
L2
r2
)−Gm
r
=
1
2
r′2 + Vef (r) (2)
donde Vef (r) indica el potencial efectivo.
Tercera implicacio´n: Para cada valor de la energ´ıa, el movimiento tiene lugar en la
regio´n delimitada por la inecuacio´n Vef (r) ≤ E.
Estudiaremos la regio´n permitida para cada valor de E y sus consecuencias en la forma
de las o´rbitas.
Tenemos una gra´fica del potencial efectivo de la siguiente forma:
Determinaremos el tipo de regio´n segu´n la energ´ıa, estudiando para los diferentes niveles
de energ´ıa que´ intervalos de radios r se obtienen.
Si E = E1, el nivel de energ´ıa corta tangencialmente a la gra´fica en un solo punto.
Ya que so´lo tenemos un valor para el radio, la o´rbita debe ser circular. No es comu´n,
pero las o´rbitas de muchos planetas se asemejan.
Si E = E2, el nivel de energ´ıa corta a la gra´fica en dos puntos. Esto quiere decir
que la o´rbita del planeta variara´ entre el primer valor y el segundo. El primer corte
con la gra´fica es el radio mı´nimo de la o´rbita que corresponde a los denominados
pericentros (perigeos para la Tierra) y el segundo corte sera´ el radio ma´ximo que
corresponde a los apocentros (apogeos para la Tierra), por tanto resulta una o´rbita
acotada dentro de la corona circular descrita. Es el caso de los planetas del Sistema
Solar, que tienen una o´rbita de este tipo.
Si E = E3, la energ´ıa es exactamente 0. El nivel de energ´ıa corta a la gra´fica
u´nicamente en un punto de radio pro´ximo al centro de fuerzas. La as´ıntota horizontal
Memo´ria 18
que presenta la funcio´n cuando r tiende a infinito hace que el radio pueda, entonces,
variar entre ese primer valor y el infinito, de modo que la o´rbita deja de ser acotada
ya que la corona circular deja de tener radio exterior.
Si E = E4, se trata de energ´ıas positivas. El nivel de energ´ıa corta tambie´n en un
solo punto y permite que la o´rbita tienda al infinito con velocidad radial positiva.
1.4.3. Ecuacio´n polar de las o´rbitas
En este apartado se determina la ecuacio´n de la forma de las o´rbitas en coordenadas
polares r = r(θ).
Para ello, derivamos la energ´ıa respecto t, utilizando que L es constante. La ecuacio´n
diferencial radial se escribe as´ı,
r′′ − L
2
r3
= −Gm
r2
Estas ecuaciones permiten escribir una ecuacio´n diferencial para la forma de las o´rbitas
r = r(θ) en coordenadas polares, donde ∗ indica la derivada respecto a θ:
r′ = r∗θ′ =
Lr∗
r2
r′′ =
Lr∗∗θ′r2 − Lr∗2θ′
r4
= θ′L
Lr2r∗ − 2r∗2r
r4
= L2
r∗ − 2r∗2
r
r4
.
As´ı, tenemos:
r′′ =
L2
r3
− Gm
r2
y
L2(r∗∗ − 2r∗2
r
)
r4
.
Igualamos y obtenemos:
r4
L2 −Gmr
r3
= L2r∗∗ − 2r
∗2
r
⇒ L2r −Gmr2 + 2r
∗2
r
= L2r∗∗.
Por tanto,
r∗∗ − 2r
∗2
r
− r = −Gmr
2
L2
.
Para encontrar la solucio´n, se utiliza el cambio de variable u = 1
r
r∗∗ − 2r∗u− 1
u
= − Gm
u2L2
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r∗∗u2 − 2r∗u3 − u = −Gm
L
Como r = 1
u
, entonces r∗ = −u
∗
u2
y r∗∗ = −u
∗∗u+2u∗2
u3
:
−u∗∗ + 2u
∗2
u
− 2u
∗2
u
− u = −Gm
L2
⇔ u∗∗ + u = Gm
L2
Calculemos la solucio´n:
u∗ = v
v∗ = −u+ Gm
L2
.
La solucio´n de la homoge´nea es:(
u
v
)
=
(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ
)(
c1(θ)
c2(θ)
)
=
(
cos θc1(θ) + sin θc2(θ)
− sin θc1(θ) + cos θc2(θ)
)
Por tanto, la solucio´n es una combinacio´n de cos θ y sin θ, y una solucio´n particular es
u(θ) = Gm
L2
de la ecuacio´n homoge´nea.
La solucio´n general en u:
u(θ) =
Gm
L2
(1 + e cos(θ − θ0)).
donde e = (1 + 2L
2E
(Gm)2
)
1
2
Si deshacemos el cambio, la solucio´n general es la siguiente:
r(θ) =
p
1 + e cos(θ − θ0)
donde p = L
2
Gm
.
La ecuacio´n de las o´rbitas en coordenadas polares es la ecuacio´n focal de una co´nica de
excentricidad e y para´metro p
Relacio´n de los para´metros geome´tricos p y e con las constantes meca´nicas
energ´ıa E y mo´dulo del momento angular L.
El para´metro p depende so´lo del mo´dulo del momento angular L y la excentricidad e
depende tambie´n de la energ´ıa E:
p =
L2
Gm
, e = (1 +
2L2E
(Gm)2
)
1
2 .
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La expresio´n de la energ´ıa E en funcio´n de los para´metros geome´tricos ser´ıa:
E = −Gm
2p
(1− e2) .
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1.5. Geometr´ıa de las o´rbitas keplerianas
1.5.1. Geometr´ıa general de las o´rbitas
Las o´rbitas tienen forma de co´nica con foco en el origen
r =
p
1 + e cos(θ − θ0) (ecuacio´n focal)
con para´metro p = L
2
Gm
y excentricidad e = (1+EL
2
(Gm)2
)
1
2 .
Observacio´n: la excentricidad e es un para´metro que determina el grado de desviacio´n de
una seccio´n co´nica con respecto a una circunferencia.
1.5.2. Forma segu´n la excentricidad
O´rbita circular cuando e = 0, que corresponde a E = Ec = −Gm2p = − (Gm)
2
2L2
.
O´rbita el´ıptica cuando 0 < e < 1, que corresponde a Ec < E < 0.
Para θ = θ0: distancia mı´nima al foco (pericentro) rp =
p
1+e
.
Para θ = θ0 − pi: distancia ma´xima (apocentro) ra = p1−e .
O´rbita parabo´lica cuando e = 1, que corresponde a E = 0.
En este caso, se puede considerar que el apocentro esta´ en el infinito, de modo que
un cuerpo con este tipo de o´rbita ser´ıa capaz de ” escapar ” con velocidad radial
l´ımite 0.
O´rbita hiperbo´lica cuando e > 1, que corresponde a E > 0.
En este caso, la o´rbita puede ”escapar” con velocidad radial l´ımite v∞ = (2E)
1
2
segu´n las as´ıntotas θ = θ0 + arc cos(−1e) y θ = θ0 − arc cos(−1e).
1.5.3. Ecuaciones en coordenadas cartesianas
Las curvas co´nicas son conocidas y estudiadas desde la antigu¨edad y reciben el nom-
bre general de co´nicas por ser las curvas correspondientes a los cortes del plano con un
cono. Estas curvas reciben nombres diferentes dependiendo de sus caracter´ısticas: c´ırculo,
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elipse, para´bola e hipe´rbola y presentan algunas regularidades que hacen que sea u´til la
introduccio´n de un punto denominado foco.
En general las ecuaciones en cartesianas (X, Y ) correspondientes a estas curvas cuando
el centro esta´ en el origen son las siguientes:
Curva Ecuacio´n Constantes (referidas al foco)
C´ırculo X2 + Y 2 = R2 R es el radio o distancia del punto al foco.
Elipse X
2
a2
+ Y
2
b2
= 1 a es el semieje mayor y b el menor.
Para´bola Y 2 = 4qX q es la distancia del origen al foco.
Hipe´rbola X
2
a2
− Y 2
b2
a es la distancia del origen a la hipe´rbola y b2 = c2 − a2
donde c es la distancia del origen a un foco.
En el caso de la elipse (que nos va a interesar especialmente) los focos esta´n a una distancia
del origen a a2 − b2 sobre el semieje mayor.
Por tanto, hay diferentes ecuaciones en coordenadas cartesianas para las curvas co´nicas,
estas expresiones difieren bastante unas de otras y es complicado estudiar su comporta-
miento en general. Sin embargo, cuando pasamos de la forma cartesianas de estas ecua-
ciones a la forma polar (situando el polo en uno de los focos) encontramos que todas ellas
se pueden escribir de una misma forma.
En este punto, es importante completar el paso de la ecuacio´n de la co´nica en polares a
cartesianas, para as´ı conseguir los dos puntos de vista.
Definimos f = θ − θ0, entonces r = p1+e cos f ⇔ r + re cos f = p.
Tenemos que
x = r cos f
y = r sin f
entonces, r + ex = p⇔ r2 = (p− ex)2.
Sabemos que r2 = x2+y2, entonces x2+y2 = p2−2pex+e2x2 ⇔ (1−e2)x2+2pex+y2 = p2.
Diferenciemos los casos segu´n la excentricidad:
Si e = 0:
x2 + y2 = p2: circunferencia de radio p.
Si 0 < e < 1:
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Sumamos a ambos lados de la igualdad p
2e2
1−e2 , para conseguir el cuadrado y semejarse
a la forma que reconocemos las co´nicas en forma cartesiana.
(1− e2)x2 + 2pex+ p
2e2
1− e2 + y
2 = p2 +
p2e2
1− e2
Esto es:
(1− e2)[x2 + 2pex
1− e2 +
p2e2
(1− e2)2 ] + y
2 =
p2
1− e2
⇔ (1− e2)(x+ pe
1− e2 )
2 + y2 =
p2
1− e2
Entonces, si definimos b2 = p
2
1−e2 y a
2 = p
2
(1−e2)2
(1− e2)(x+ pe
1− e2 )
2 + y2 = b2 ⇔ (x+ ae
a
)2 + (
y
b
)2 = 1
(x+ae)2
a2
+ y
2
b2
= 1: elipse de semieje a = p
1−e2 , b = a(1− e2)
1
2 con centro en (−ae, 0).
Si e = 1:
y2 = p2 − 2px: para´bola con ve´rtice en el pericentro (x = p
2
, 0).
Si e > 1:
Es ide´ntico al caso 0 < e < 1, teniendo en cuenta que 1− e2 < 0.
(1− e2)x2 + 2pex+ y2 = p2 ⇔
−(e2 − 1)x2 + 2pex− p
2e2
e2 − 1 + y
2 = p2 − p
2e2
e2 − 1 =
p2
1− e2
Esto es:
−(e2 − 1)(x− pe
1− e2 )
2 + y2 = b2
Y por tanto:
(x−ae)2
a2
− y2
b2
= 1: hipe´rbola de semiejes a = p
e2−1 , b = a(e
2−1) 12 con centro en (ae, 0).
El resultado son las expresiones habituales de las co´nicas en cartesianes que so´lo requieren
un cambio de origen del sistema de referencia:
X = x+ ae , Y = y .
Esto es una traslacio´n en el eje x del foco al centro.
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1.5.4. Recorrido de las o´rbitas el´ıpticas
En el estudio realizado hasta el momento, se ha encontrado la forma de las o´rbitas keple-
rianas, que en el caso que sea acotadas, se trata de elipses.
No se dispone de una expresio´n sencilla de co´mo se recorren estas o´rbitas en funcio´n del
tiempo. Se dispone de expresiones en funcio´n de la llamada anomalia exce´ntrica ε, que
esta´ relacionada con el tiempo a trave´s de la ecuacio´n de Kepler
n(t− t0) = ε− e sin ε .
La ley de las a´reas nos proporciona la base para entender globalmente el recorrido temporal
de las o´rbitas el´ıpticas.
Tenemos los siguientes datos sobre el a´rea de la elipse y la velocidad de recorrido constante
de las a´reas:
A´rea: A = piab.
Velocidad areolar: A′ = L
2
(constante).
Entonces,
A = A′T =
L
2
T ,
siendo T el periodo.
As´ı
T =
2A
L
=
2piab
L
⇔
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T 2 =
4pi2a2a2(1− e2)
L2
=
4pi2a3
Gm
utilizando las expresiones obtenidas antes para el semieje mayor y el momento angular.
El resultado es la tercera ley de Kepler que establece la proporcionalidad entre cua-
drados de los periodos y el cubo de los semiejes en el recorrido global de las elipses.
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1.6. Otros problemas de dos cuerpos
En nuestro mundo, atendiendo la ley de gravitacio´n universal en que la fuerza es inver-
samente proporcional al cuadrado de la distancia, las o´rbitas de los dos cuerpos siguen
co´nicas con el foco en el centro de masas, y que el tipo de co´nica recorrida depende
ba´sicamente de la energ´ıa.
En esta seccio´n se analiza la situacio´n para otros tipos de interacciones atractivas entre
los dos cuerpos, en que la fuerza es proporcional a una potencia α de la distancia entre
ellos:
F (r) = κrα ,
donde hacemos κ = 1 por comodidad.
Al tratarse de un campo central tenemos F(r) = −F (r)r
r
.
Entonces, F(r) = −gradV (r) y F (r) = V ′(r)⇒ V (r) =
{
rα+1
α+1
si α 6= −1
ln(r) si α = −1
En tal caso, la energ´ıa se expresa como
E =
1
2
(r′2 +
L2
r2
) + V(r) =
1
2
r′2 +
L2
2r2
+ V(r) ,
donde
Vef =
L2
2r2
+ V (r)
es el potencial efectivo.
A continacio´n vamos a analizar las regiones permitidas Vef ≤ E como se ha hecho en una
seccio´n anterior para el caso gravitatorio.
Los resultados van a ser ”coronas circulares” cuyos radio mı´nimo puede ser 0 en el caso
que sea nulo el momento angular y su radio ma´ximo puede ser infinito en el caso que se
pueda producir escape de las o´rbitas.
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1.6.1. Regiones permitidas
Momento angular no nulo
Si α < −1 ≈ α = −2, entonces Vα(r) = rα+1α+1 < 0. As´ı, l´ımr→∞ Vα(r) = 0 y
l´ımr→0 Vα(r) = −∞
• El punto A indica el valor mı´nimo corresponde a una o´rbita circular.
• Para valores de energ´ıa inferiores al mı´nimo del potencial efectivo no existen
movimientos reales, pues implicar´ıan velocidades imaginarias.
• Para niveles superiores de energ´ıa y (estrictamente) negativas obtenemos pun-
tos de corta con la gra´fica, el punto B indica el radio mı´nimo de la o´rbita rB
y el punto C indica el radio ma´ximo rC . Obtenemos o´rbitas acotadas por una
corono c´ırculas con rmin = rB y rmax = rC .
• Cuando la energ´ıa es nulas o positiva el movimiento no es confinado. Una
part´ıcula con estos niveles de energ´ıa vendra´ desde el infinito hasta encontrarse
con una barrera de potencial en su rmin que provocara´ su progresivo alejamiento
creciendo r indefinidamente, tendremos fuga.
Diferenciaremos dos casos:
◦ Si E < 0: obtenemos o´rbitas acotadas.
◦ Si E ≥ 0: o´rbitas no acotadas.
Por tanto, bajo estas hipotesis podemos tener fuga de los cuerpos dependiendo de
la energ´ıa que contenga.
Si α = −1 donde Vα(r) = ln r. Observemos que l´ımr→∞ Vα(r) =∞ y l´ımr→0 Vα(r) =
−∞
• Definimos una energ´ıa mı´nima Emin, tenemos una o´rbita circular.
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• Para energ´ıa superiores a la Emin aparecen o´rbitas que podemos describir den-
tro de una corona circular, con radio mı´nimo rmin = rB y radio ma´ximo
rmax = rC .
Entonces, tenemos o´rbitas acotadas siempre, no habra´ fuga de ningu´n cuerpo in-
dependientemente de la energ´ıa que tenga. Evidentemente, en este caso no tiene
sentido hablar de energ´ıas negativas.
Si α > −1 ⇒ α + 1 > 0, la energ´ıa potencial es Vα(r) = rα+1α+1 > 0, observemos que
l´ımr→∞ Vα(r) =∞ y Vα(0) = 0.
• El punto A indica el nivel mı´nimo de energ´ıa, es el correspondiente a la o´rbita
circular.
• Para niveles superiores de energ´ıa, los puntos de corte con la gra´fica son el punto
B indica el radio mı´nimo de la o´rbita y el punto C indica el radio ma´ximo, as´ı
podr´ıamos describir las o´rbitas en el interior de una corona.
Para cualquier nivel de energ´ıa no hay fuga, el cuerpos no escapara´ del sistema.
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Momento angular nulo
• Si α < −1 tenemos un Vα = rα+1α+1 , ahora tenemos que el momento angular es
nula, L = 0.
◦ Si la energ´ıa es (estrictamente) negativa, E < 0, el cuerpo no podra´ esca-
par. El cuerpos se alejara´ del foco hasta una distancia ma´xima y despue´s
recorrera´ la misma trayectoria en sentido contrario hasta colisionar. Este
recorrido se repetira´ infinitamente, a no ser que se le dote al cuerpo de
energ´ıa hasta que la energ´ıa sea nula.
◦ Si la E ≥ 0 tenemos fuga.
• Si α = −1 donde Vef = ln r.
◦ Para todo nivel de energ´ıa habra´ colisio´n y el cuerpo jama´s podra´ escapar.
• Si α > −1 el potencial efectivo es Vef = rα+1α+1 > 0.
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◦ So´lo tiene sentido hablar de energ´ıas positivas, E > 0.
◦ Para cualquier nivel de energ´ıa E > 0, el cuerpo colisionara´ infinitas veces,
al colisionar el cuerpo se alejara´ de nuevo hasta alcanzar el radio ma´ximo
para volver a colisionar.
Conclusiones:
• Si el momento angular no es nulo, L 6= 0:
◦ Las o´rbitas sera´n acotadas si α ≥ 1 o α < 1 y E < 0.
◦ Las o´rbitas no sera´n acotadas si α < 1 y E ≥ 0.
• Si el momento angular es nulo, L = 0:
◦ Habra´ colisio´n, sin fuga si α ≥ 1 o α < −1 y E < 0.
◦ Si α < −1 y E ≥ 0 el cuerpo escapara´.
Cap´ıtulo 2
Simulacio´n de problemas de dos
cuerpos con KeplerSim
Con el fin de hacer ma´s dida´cticos los contenidos anteriores, se ha puesto a punto una
aplicacio´n informa´tica interactiva KeplerSim que permita visualizar las o´rbitas del pro-
blema de Kepler. Esto es, simular las o´rbitas mediante el control de diversos para´metros.
El simulador KeplerSim se utilizara´ en el cap´ıtulo siguiente para acompan˜ar las activi-
dades de aprendizaje de los alumnos.
En este cap´ıtulo por una parte se describira´ el simulador en su forma de funcionamiento,
detallando los controles para su utilizacio´n y destacando su utilidad para la compren-
sio´n de los conceptos introducidos en el cap´ıtulo anterior. Finalmente, se dara´n algunas
indicaciones sobre su implementacio´n.
2.1. Descripcio´n del simulador
El simulador visualiza las o´rbitas de los dos cuerpos a partir de una situacio´n inicial.
Permite cambiar la direccio´n del observador mediante el mouse y su proximidad mediante
las teclas de zoom ”z/Z”, y cambiar las velocidades de los cuerpos en cada momento
utilizando las teclas ”v/V”.
En la pantalla principal encontramos en la parte superior izquierda la opcio´n de an˜adir
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las texturas a los cuerpos y tambie´n podemos pedirle al programa que dibuje sus o´rbitas.
Si clicamos en la pantalla con el rato´n y al mismo tiempo lo movemos, lo que conseguiremos
es mover la ca´mara, hacie´ndonos ma´s fa´cil la visualizacio´n de la o´rbita.
En el caso gravitatorio α = −2, visualiza tambie´n la o´rbita completa; es decir, la co´ni-
ca correspondiente a la posicio´n y velocidad, siempre que se realicen cambios sobre las
velocidades.
En cada momento, se pueden observar las magnitudes siguientes:
momento angular
energ´ıa del cuerpo
excentricidad (de la co´nica) de la o´rbita
si la o´rbita tiene periodo e´ste tambie´n puede visualizarse
velocidad del cuerpo
Es muy importante, resaltar la conservacio´n de la energ´ıa y el momento angular, pue-
de comprobarse fa´cilmente como se mantienen estos dos para´metros una vez dadas las
condiciones iniciales.
Se puede apreciar tambie´n:
la segunda ley de Kepler (ley de las a´reas)
la tercera ley de Kepler.
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2.2. Implementacio´n del simulador
2.2.1. Ca´lculo de o´rbitas
Se ha considerador el centro de masas en el origen, que corresponde al centro de la ventana
de visualizacio´n.
Se calculan las o´rbitas del problema de Kepler a partir de cualquier situacio´n inicial, que
puede ser variada con los controles.
El problema de Kepler corresponde a una EDO de segundo orden en las posiciones, que
se transforma en una EDO de primer orden en las posiciones y las velocidades. El campo
vectorial correspondiente se escribe de la forma:
X ′(t) = F (X(t)) .
Dada un posicio´n inicial X0 se integran nume´ricamente las ecuaciones mediante el me´todo
de RK4, que permite conocer la posicio´n y la velocidad en cada instante, y calcular a
partir de ellas todas las magnitudes geome´tricas y meca´nicas de la o´rbita y mostrarlas en
el simulador.
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2.2.2. Controles y visualizacio´n
Se ha utilizado la biblioteca FLTK para establecer los controles y la biblioteca OpenGL
para la visualizacio´n de los 2 cuerpos y de sus o´rbitas.
2.2.3. Me´todos de Runge-Kutta
Para resolver las ecuaciones diferenciales usamos un me´todo de Runge-Kutta.
Los me´todos de Runge-Kutta (RK) son un conjunto de me´todos para la aproximacio´n
de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias, concretamente, del problema de valor
inicial.
Sea
X ′(t) = f(t, x(t))
una ecuacio´n diferencial ordinaria, con f : Ω ⊂ R × Rn → Rn donde Ω, es un conjunto
abierto, junto con la condicio´n de que el valor inicial de f sea (t0, y0) ∈ Ω.
Entonces el me´todo RK (de orden s) tiene la siguiente expresio´n, en su forma ma´s general:
xn+1 = xn + h
s∑
i=1
biki
donde h es el paso por iteracio´n, o lo que es lo mismo, el incremento ∆tn entre los sucesivos
puntos tn y tn+1. Los coeficientes ki son te´rminos de aproximacio´n intermedios, evaluados
en f de manera local:
ki = f(tn + hci, xn + h,
s∑
j=1
aijkj), i = 1, ..., s.
con aij, bi, ci coeficientes propios del esquema nume´rico elegido, dependiente de la regla
de cuadratura utilizada. Los esquemas Runge-Kutta pueden ser expl´ıcitos o impl´ıcitos
dependiendo de las constantes aij del esquema. Si esta matriz es triangular inferior con
todos los elementos de la diagonal principal iguales a cero; es decir, aij = 0 para j = i, ..., s,
los esquemas son expl´ıcitos.
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Me´todos de Runge-Kutta de cuarto orden
Un miembro de la familia de los me´todos Runge-Kutta usado ampliamente es el de cuarto
orden. Es usado tanto que a menudo es referenciado como ((RK4)) o como ((el me´todo
Runge-Kutta)).
Definiendo un problema de valor inicial como:
X ′ = f(t, x), x(t0) = x0.
Entonces el me´todo RK4 para este problema esta´ dado por la siguiente ecuacio´n:
xi+1 = yi +
1
6
h(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)
Donde
k1 = f(ti, xi).
k2 = f(ti +
1
2
h, xi +
1
2
k1h).
k3 = f(ti +
1
2
h, xi +
1
2
k2h).
k4 = f(ti + h, xi + k3h).
As´ı, el siguiente valor (xn+1) es determinado por el presente valor (xn) ma´s el producto
del taman˜o del intervalo (h) por una pendiente estimada. La pendiente es un promedio
ponderado de pendientes, donde k1 es la pendiente al principio del intervalo, k2 es la
pendiente en el punto medio del intervalo, usando k1 para determinar el valor de t en el
punto tn+
h
2
usando el me´todo de Euler, k3 es otra vez la pendiente del punto medio, pero
ahora usando k2 para determinar el valor de x; k4 es la pendiente al final del intervalo,
con el valor de x determinado por k3. Promediando las cuatro pendientes, se le asigna
mayor peso a las pendientes en el punto medio:
pendiente = k1+2k2+2k3+k4
6
.
Esta forma del me´todo de Runge-Kutta, es un me´todo de cuarto orden lo cual significa
que el error por paso es del orden de O(h5), mientras que el error total acumulado tiene
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el orden O(h4). Por lo tanto, la convergencia del me´todo es del orden de O(h4), razo´n por
la cual es usado en los me´todos computacionales.
Cap´ıtulo 3
Dida´ctica de problemas de dos
cuerpos
Esta seccio´n esta´ destinada a organizar un taller de media jornada para alumnos de
segundo bachillerato. A e´stos se les dara´ una ficha que mostraremos a continuacio´n, donde
encontrara´n los conocimientos necesarios para entender el problema y ejercicios, algunos
de los cuales requerira´n la ayuda del simulador. Al final, se encuentra la ficha para los
profesores con indicaciones para resolver los ejercicios, haciendo referencia a distintos
apartados de la parte teo´rica del trabajo.
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3.1. Ficha destinada a los alumnos
Investiga y juega con problemas de dos cuerpos
Cuando alzamos la vista al cielo podemos observar cosas muy interesantes: como se tras-
ladan las estrellas al largo del an˜o, porque´ la luna afecta a nuestro planeta,... El universo
esta´ lleno de enigmas, muchos de ellos au´n sin resolver, el desconocimiento de la inmensi-
dad del universo junto con la dificultad de poder acceder a e´l, crea una curiosidad innata
en el ser humano. Gracias a las Matema´ticas y a la F´ısica podemos responder algunas
de las preguntas que se nos presentan. Nosotros nos centraremos en el movimiento de
distintos cuerpos celestes en el Sistema Solar.
E´ste es un tema que quiza´s no conozca´is en profundidad.
Si nuestro planeta fuera el u´nico que tuvie´ramos en el sistema, ¿cua´l ser´ıa su movimiento?
E´ste seguir´ıa con velocidad constante, ya que ninguna fuerza modificar´ıa su velocidad.
Esto es la Primera ley de Newton: ”Todo cuerpo libre, sobre el que no actu´a ninguna
fuerza, mantiene su estado de movimiento”.
Pero, en el universo coexisten muchos cuerpos celestes, ¿cree´is que el movimiento de
nuestro planeta ser´ıa el mismo si esta´ e´l solo, que si se existiera otro cuerpo?
La respuesta es obviamente que no porque recibir´ıa una fuerza ejercida por el otro cuerpo
descritas por la Segunda ley de Newton: F = m a, donde m indica la masa, a el vector
aceleracio´n y F es vector fuerza y la ley de la gravitacio´n universal:
F = G
m1m2
r2
donde G indica la constante gravitacio´n universal.
¿Como se influencian los cuerpos entre ellos? Esto viene explicado por la Tercera ley de
Newton: Siempre que un cuerpo 1 ejerza una fuerza F12 sobre otro, este segundo cuerpo
2 ejerce una fuerza F21 igual y de sentido contrario sobre el primero: F12 = −F21. Por
ejemplo, la fuerza que ejerce la Tierra sobre la Luna es exactamente igual (y de signo
contrario) a la que ejerce la Luna sobre la Tierra y su valor viene determinado por la ley
de gravitacio´n universal enunciada por Newton, que establece que la fuerza que ejerce un
objeto sobre otro es directamente proporcional al producto de sus masas, e inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que los separa. La fuerza que la Tierra ejerce
sobre la Luna es la responsable de que esta no se salga de su o´rbita.
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Adema´s, la fuerza que la Luna ejerce sobre la Tierra es tambie´n responsable de las mareas,
pues a medida que la Luna gira alrededor de la Tierra esta ejerce una fuerza de atraccio´n
sobre la superficie terrestre, la cual eleva los mares y oce´anos, elevando varios metros el
nivel del agua en algunos lugares; por este motivo esta fuerza tambie´n se llama fuerza de
marea.
Vamos a imaginar que en el universo solo hubieran dos cuerpos, so´lo influenciados por
su interaccio´n propia. Con la finalidad de poder estudiar con ma´s facilidad el problema
trabajaremos con el centro de masas y el vector relativo.
Ejercicio 1: Reduce el problema de los dos cuerpos al problema de Kepler, considerando la
fuerza dada por la ley de gravitacional en la segunda ley de Newton, y utilizando el vector
relativo, definido como r = r2 − r1 y el centro de masas definido como r0 = m1r1+m2r2m .
A continuacio´n veremos un resultado muy u´til para poder describir las o´rbitas, e´stas se
mueven sobre un plano.
Ejercicio 2. Comprobar que el momento angular es constante (L = r ∧ r′). ¿Que infor-
macio´n extraemos de este hecho?. Observar que se cumple la segunda ley de Newton.
Utilizando las expresiones de la posicio´n, velocidad y aceleracio´n en coordenadas polares
el problema de Kepler resultante es:
r′′ − r′(θ′)2 = −Gm
r2
2r′θ′ + rθ′′ = 0
donde m = m1 +m2.
Acabamos de ver que hay conservacio´n del momento angular, es el momento de estudiar
la conservacio´n de la energ´ıa. Todos hemos escuchado la frase ”la energ´ıa ni se crea ni se
destruye” y esto es lo vais a ver.
En las siguientes ima´genes, referidos a otro problema, se ve representada la variacio´n de
las energ´ıas cine´tica y potencial y co´mo se mantiene constante la energ´ıa total.
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Ejercicio 3. Comprueba que la energ´ıa, E = 1
2
v2 +V (r) es constante, con V (r) = −Gm
r
.
Si volvemos a utilizar coordenadas polares para expresar la energ´ıa obtenemos:
E =
1
2
(r′2 +
L2
r2
)−Gm
r
=
1
2
r′2 + Vef (r)
donde Vef (r) =
L2
2r2
−Gm
r
indica el potencial efectivo.
Ejercicio 4. A partir del potencial efectivo que conclusiones se pueden extraer. Para
poder visualizar la gra´fica puedes utilizar el Geogebra online. Comprueba que la energ´ıa
es siempre superior al potencial efectivo.
Reflexionemos un momento:
Al pasar de coordenadas cartesianas a coordenadas polares hemos demostrado que
nuestras o´rbitas se mueven en un plano. De modo que hemos pasado de dimensio´n
3 (R3) a dimensio´n 2 (R2). Esto nos facilita el estudio y el ana´lisis de la o´rbita de
nuestros cuerpos.
Podemos escribir la energ´ıa como E = 1
2
(r′2 + L
2
r2
)−Gm
r
.
Dada una posicio´n y velocidad iniciales (al pasar a coordenadas polares) podemos
calcular el momento angular L y su energ´ıa E.
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Utilizando que L es constante, la ecuacio´n diferencial radial se escribe as´ı,
r′′ − L
2
r3
= −Gm
r2
.
Si resolvemos esta ecuacio´n diferencial obtenemos que:
r(θ) =
p
1 + e cos(θ − θ0)
con para´metro p = L
2
Gm
y excentricidad e = (1 + 2EL
2
(Gm)2
)
1
2 .
Observemos que conociendo la energ´ıa E y el momento angular L podemos hallar la
excentricidad de la co´nica, con e´sta sabemos la co´nica que se trata.
Observemos que todas las excentricidades de los planetes son menores que 1. ¿Porque´?
Planetas Excentricidad
Mercurio 0.2056
Venus 0.0068
Tierra 0.0167
Marte 0.0934
Neptuno 0.0097
Ejercicio 5. Describe las co´nicas segu´n su excentricidad.
En estas circunstancias, suponiendo que tenemos un cuerpo que tiene una o´rbita el´ıptica,
Ejercicio 6. ¿Que´ planeta dara´ la vuelta ma´s ra´pidamente? En otras palabras, ¿de que´
depende su periodo?, es decir, el tiempo de dar una vuelta.
Observa que la tercera ley de Kepler dice: ((El cuadrado del periodo de la o´rbita es pro-
porcional al cubo del semieje mayor)).
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Es el momento de abrir el programa, y visualizar todo lo que hemos aprendido.
Ejercicio 7. Observa en el programa que se conserva tanto el momento angular L, como
la energ´ıa E y la excentricidad e. Jugar alterando la velocidad o cambiando el potencial
(pode´is modificar la α, para ver otros mundos alternativos).
Ejercicio 8. Estudia la energ´ıa E y el momento angular L en funcio´n de la excentricidad
e = (1+EL
2
Gm
)
1
2 y del para´metro p, p = L
2
Gm
respectivamente, y que consecuencias directas
tiene la variacio´n de estos.
Aumentar la velocidad del cuerpo y observar que ocurre con las o´rbitas. Observar con
atencio´n que pasa cuando la energ´ıa es nula (E = 0), y la excentricidad e es 1. (Hay
fuga).
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3.2. Ficha destinada a los profesores
Investiga y juega a problemas de dos cuerpos con KeplerSim
Ejercicio 1: Reduce el problema de los dos cuerpos al problema de Kepler. Es decir,
iguala la fuerza de la segunda ley de Newton y la ley de gravitacional. Utilizando el vector
relativo, definido como r = r2 − r1 y el centro de masas definido como r0 = m1r1+m2r2m .
Ve´ase 1.3.
Ejercicio 2. Comprobar que el momento angular es constante (L = r ∧ r′). ¿Que infor-
macio´n extraemos de este hecho?. Observar que se cumple la segunda ley de Newton.
Ve´ase 1.4.1.
Ejercicio 3. Demuestra que la energ´ıa, E = 1
2
v2 + V (r), es constante, con V (r) = −Gm
r
.
Ve´ase 1.4.2.
Ejercicio 4. A partir del potencial efectivo que conclusiones pueden extraer. Para poder
visualizar la gra´fica puedes utilizar el Geogebra online. Comprueba que la energ´ıa es
siempre superior al potencial efectivo.
Ve´ase 1.4.2.
Ejercicio 5. Describe las co´nica segu´n su excentricidad.
Ve´ase 1.5.1.
Ejercicio 6. ¿Cua´ndo ira´ el planeta ma´s ra´pido? En otras palabras, ¿De que´ depende la
velocidad de la part´ıcula?
Reflexionemos, la tercera ley de Kepler dice: ((El cuadrado del periodo de la o´rbita es
proporcional al cubo del semieje mayor)).
Como las a´reas A1 = A2 tienen que ser iguales, la distancia que recorre el planeta cerca del
foco es mayor que la que se recorre a mayor distancia, as´ı pues, la velocidad del cuerpo (la
distancia que recorre) es inversamente proporcional a la distancia a la que se encuentra
el foco.
Es el momento de abrir el programa, y visualizar todo lo que hemos aprendido.
En la pantalla principal encontramos en la parte superior izquierda tenemos la opcio´n
Memo´ria 44
para an˜adir las texturas a los cuerpos y tambie´n podemos pedirle al programa que dibuje
sus o´rbitas.
Si clicamos en la pantalla con el rato´n y al mismo tiempo lo movemos, lo que conseguire-
mos es mover la ca´mara, hacie´ndonos ma´s fa´cil la visualizacio´n de la o´rbita.
Para modificar la velocidad del cuerpos podemos aumentarla tendremos que mantener
pulsados ”V” y para que el cuerpo vaya ma´s lento pulsaremos”v”.
Si queremos disminuir el zoom para poder observar las o´rbitas mejor, el programa tambie´n
nos lo permite deberemos presionar ”Z” y para disminuir el zoom presionamos ”z”.
En la parte de la izquierda podemos ir observando la conservacio´n de momento angular y
de la energ´ıa, tambie´n podemos ir viendo como varia la excentricidad.
Ejercicio 7. Observa en el programa que se conserva tanto el momento angular L, como
la energ´ıa E y la excentricidad e. Jugar alterando la velocidad o cambiando el potencial
(pode´ıs modificar la α, para ver otros mundos alternativos).
Ejercicio 8. Estudia la energ´ıa E y el momento angular L en funcio´n de la excentricidad
e = (1+EL
2
Gm
)
1
2 y del para´metro p, p = L
2
Gm
respectivamente, y que consecuencias directas
tiene la variacio´n de estos.
Aumentar la velocidad del cuerpo y observar que ocurre con las o´rbitas. Observar con
atencio´n que pasa cuando la energ´ıa es nula (E = 0), y la excentricidad e es 1. (Hay
fuga).
Con estos dos ejercicios se pretende que el alumno modifique la velocidad del planeta y
observe la conservacio´n de la energ´ıa y del momento angular. Al tiempo que observan como
var´ıan las o´rbitas, prestando especial atencio´n a la excentricidad para los casos e = 1 ,
e < 1 y e > 1. Si tienen curiosidad pueden mirar que pasa con la excentridad en otros
mundos, cambian el potencial, es decir, α 6= −2.
Al mismo tiempo deben estudiar las o´rbitas en funcio´n de la energ´ıa.
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Conclusiones
El trabajo realizado permite la compresio´n de diversos aspectos del problema de tres
cuerpos y su aplicacio´n a actividades dida´cticas al final del bachillerato.
En la seccio´n dedicada a los aspectos teo´ricos se ha introducido el problema. Los
conceptos f´ısicos y las leyes que los rigen han sido detalladas para una buena compre-
sio´n del problema y para su reduccio´n al problema de Kepler. E´ste ha sido analizado
desde diversos puntos de vista: se ha deducido la forma de las o´rbitas y se han dado
algunos detalles de la forma en que se recorren las o´rbitas el´ıpticas.
El simulador KeplerSim permite completar el aprendizaje sobre el problema desde
un punto de vista ma´s pra´ctico. Las magnitudes de ma´s intere´s de las o´rbitas son
mostradas por la aplicacio´n, tanto las magnitudes f´ısicas (energ´ıa y momento angu-
lar) como las magnitudes geome´tricas (semieje y excentricidad). Permite observar
la conservacio´n de la energ´ıa y del momento angular, y la relacio´n entre periodos y
semiejes dada por la tercera ley de Kepler.
La seccio´n dedicada a la dida´ctica se ha preparado para su utilizacio´n en el aula
o en talleres dirigidos a alumnos que esta´n acabando el bachillerato. Los elemen-
tos del problema de dos cuerpos contenidos en este trabajo permiten completar los
conceptos f´ısicos y matema´ticos que se han trabajado en las aulas de bachillerato y
utilizarlos de forma teo´rica y pra´ctica. El alumnado deber´ıa ser guiado por el profe-
sorado en la elaboracio´n de las fichas para los alumnos, atendiendo a las indicaciones
dadas en la fichas para el profesorado.
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Algunas de las cuestiones planteadas a los alumnos en las fichas puede ser de gran
dificultad para ellos, sobre todo las relativas a las ecuaciones diferenciales. El profe-
sorado deber´ıa ser consciente de la situacio´n y obviar aquellos aspectos que podr´ıan
ser insuperables por el alumnado. De todas formas, se ha cre´ıdo conveniente in-
cluir dichas cuestiones porque pueden ser de gran intere´s y ayuda al alumnado con
grandes capacidades e intere´s en el tema.
Cap´ıtulo 5
Ape´ndice: Coordenadas polares
Generalmente cuando queremos situar un punto en el plano euc´ıdeo lo tenemos por lo que
se denomina coordenadas cartesianas (x, y, z) y se refieren a ese punto de forma u´nica.
En ocasiones se nos presentan problemas con algu´n tipo de cualidad que hace aconsejable
emplear otro tipo de coordenadas. En nuestro caso las coordenadas ma´s u´tiles son las
coordendas polares.
Las coordenadas polares se definen en un plano (por lo que sera´n dos) a partir de la
distancia desde el origen de coordenadas hasta el punto en cuestio´n (el vector que une
estos dos puntos se denomina radio-vector y el a´ngulo que forman ese radio con el eje de
abscisas de un sistema de referencia cartesiano aleatorio).
Para referirnos a un sistema de coordenadas en un plano (un espacio R2) necesitaremos
dos vectores unitarios que formen una base. Podemos escoger una base en coordenas car-
tesianas ex, ey, pero es muy u´til en el trabajo escogerla en coordenadas polares, tomando
el vector unitario radial er, en la direccio´n del radio, y el vector unitario transversal eθ
que se obtiene girando el anterior un a´ngulo de pi
2
.
Las expresiones para estos dos vectores son:
er = cos θ ex + sen θ ey
eθ = − sen θ ex + cos θ ey.
A diferencia de los vectores unitarios base del espacio cartesianos R3 en el que e´stos
permanec´ıan siempre constantes, los vectores unitarios polares var´ıan con la posicio´n del
punto.
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